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ВИЗНАЧЕННЯ КРУТИЛЬНОЇ ЖОРСТКОСТІ 
ЗАЛІЗОБЕТОННОГО ЕЛЕМЕНТА В НОРМАЛЬНІЙ ТРІЩИНІ

У статті показано, що зміна крутильної жорсткості залізобетонних елементів у результаті 
утворення нормальних тріщин не враховується в жодному нормативному документі. Крім того, у 
наукових дослідженнях, присвячених жорсткості при крученні залізобетонних елементів, розгляда-
ються тільки просторові тріщини. Наведено методику визначення зусиль у поздовжній арматурі й 
стиснутій зоні бетону за дії крутного моменту з урахуванням дії нагельних сил як у горизонтальному, 
так і вертикальному напрямках. Для визначення зусиль у бетоні й арматурі залізобетонного елемента 
з нормальною тріщиною розглянуто плоский поворот перерізу відносно центру кручення. Показано, 
що крутильна жорсткість залізобетонного елемента з нормальною тріщиною складається з декіль-
кох складників. Це жорсткість чистого кручення стиснутої зони бетону й арматурних стержнів, 
жорсткість у результаті зсуву стиснутої зони бетону й арматурних стержнів у горизонтальному 
та вертикальному напрямках. Зсув відбувається в результаті повороту всього перерізу відносно 
центру кручення. При визначенні жорсткості від зсуву арматури в результаті повороту перерізу 
щодо центру жорсткостей ураховується згин арматури, а також зминання бетону під арматурним 
стержнем. Показано, що при малій висоті стиснутої зони бетону нагельні сили в арматурі, визначені 
за запропонованою методикою, практично повністю збігаються із силами, визначеними в програмі 
Ліра з використанням об’ємних скінчених елементів. При збільшенні висоти стиснутої зони бетону 
похибка зростає. Однак, так як крутильна жорсткість елемента зменшується практично лінійно зі 
збільшенням висоти нормальної тріщини, запропоновано визначати її з малою висотою стиснутої 
зони за запропонованою методикою. Далі запропоновано визначити жорсткість елемента без трі-
щин. Усі проміжні значення для різних висот тріщини запропоновано визначати виходячи з лінійного 
закону між максимальною і мінімальною жорсткостями.

Ключові слова: кручення, нормальна тріщина, нагельна сила, крутильна жорсткість, залізобетон-
ний елемент, арматура.

Постановка проблеми. Відомо, що перерозпо-
діл зусиль у статично невизначених системах, що 
деформуються просторово (перекриття, мостові 
споруди тощо), зусилля між окремими елемен-
тами перерозподіляються [1; 4]. Цей перерозподіл 
залежить від співвідношення крутильних і зги-
нальних жорсткостей окремих елементів системи 
[1; 3; 7]. У залізобетонних системах на згинальну 
і крутильну жорсткості істотно впливають різні 
тріщини [6; 8]. Зміну згинальних жорсткостей у 
результаті утворення нормальних тріщин можна 

враховувати різними способами, у тому числі точ-
ними [5; 6; 8; 12].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Що ж стосується зміни крутильних жорсткостей, 
то вітчизняні норми [8] не містять рекоменда-
цій щодо їх визначення. У європейських та аме-
риканських нормах [18; 21], а також у наукових 
публікаціях [9–11; 19; 20] містяться рекоменда-
ції, що стосуються міцності й деформативності 
залізобетонних елементів з просторовими трі-
щинами. Однак при експлуатації великого класу 
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конструкцій (плити перекриття, мостові балки 
тощо) з’являються тільки нормальні й похилі трі-
щини, які суттєво змінюють не тільки згинальну, 
а й крутильну жорсткості [2; 17]. Питання дослі-
дження крутильних жорсткостей за наявності 
в залізобетонних елементах тільки нормальних 
тріщин практично не розглянуто в літературі. 
Цьому питанню присвячені роботи автора статті 
[2; 16; 17]. У цих роботах показано, що одним із 
основних завдань із визначення крутильної жор-
сткості залізобетонного елемента є задача визна-
чення нагельної сили в поздовжній арматурі в 
місці наявності нормальної тріщини. Після визна-
чення нагельної сили задача обчислення крутиль-
ної жорсткості елемента з нормальною тріщиною 
вирішується просто.

У роботі [13] запропоновано спосіб визна-
чення крутильної жорсткості елемента з нормаль-
ними тріщинами. Однак у цій роботі не врахована 
робота стиснутої зони бетону на зсув, що є істот-
ною похибкою. У роботі [15] усунуто цей недо-
лік і запропоновано спосіб визначення нагельної 
сили безпосередньо з розгляду деформацій в трі-
щині. У цій праці як приклад розглянуто елемент 
з однією поздовжньою арматурою. На практиці 
частіше зустрічаються випадки, коли залізобе-
тонний елемент армується декількома стержнями 
поздовжньої арматури.

Постановка завдання. У зв’язку з вищеска-
заним метою статті є розвиток методу, запропо-
нованого в роботі [15], для визначення нагель-
ної сили в поздовжній арматурі з урахуванням 
зсуву не тільки бетону, а й арматури у двох 
напрямках.

Виклад основного матеріалу. Нехай є залі-
зобетонний елемент із нормальною тріщиною, 
армований двома стрижнями арматури. Для визна-
чення нагельних сил у поздовжній арматурі роз-
глянемо деформований стан безпосередньо в нор-
мальній тріщині (рис. 1). На рис. 1 заштрихована 
частина означає зону бетону без тріщин. Так як 
нормальні тріщини утворюються в результаті дії 
згинальних моментів, ця зона є стиснутою зоною 
бетону. Тому в подальшому ми будемо оперувати 
цим визначенням.

Для розрахунку застосуємо підхід, описаний у 
роботі [15], для чого розглянемо плоский поворот 
усього перерізу відносно центру кручення O. При 
цьому, як і в праці [15], розглянемо елемент з оди-
ничною товщиною (розмір у напрямку осі Y на 
рис. 1 дорівнює одиниці). Тому й кут повороту 
перерізу Θ буде відносним кутом закручування.

З причини симетрії перерізу в напрямку осі 

X центр жорсткостей O знаходиться в серед-
ині ширини перерізу. У напрямку осі Z поло-
ження центру жорсткостей O (центру кру-
чення) визначиться за відомою формулою [2] 
для визначення центра ваги перерізу з ураху-
ванням приведення модуля зсуву арматури до 
модуля зсуву бетону.

 

Рис. 1. Схема зусиль (а) і повороту (б)  
в перерізі з тріщиною

На рис. 1, б через Δb позначено переміщення 
в бетонної частини перерізу на рівні центра ваги 
цієї частини; через Δs – переміщення на рівні цен-
тра ваги арматури. Якщо задано значення віднос-
ного кута повороту Θ, то (див. рис. 1) Δb=Θ·Zb; 
Δs=Θ·Zs.

При повороті перерізу відносно центру жор-
сткостей зовнішній крутний момент M сприйма-
ється за рахунок опору чистому крученню Ms,b та 
опору зсуву при повороті всього перерізу Mω. При-
чому цей момент складається з моменту сил Qsx та 
Qbx відносно точки O й діючих у горизонтальному 
напрямку, а також моменту сил Qbz та Qsz відносно 
тієї ж точки. На рис. 1 через Qbz позначені рівно-
діючі вертикальних сил зсуву ліворуч і праворуч 
від осі Z.

Момент, що сприймається за рахунок чистого 
кручення, визначається за відомою формулою 
опору матеріалів [14]:

M GJ GJs b b s, = + ⋅( )θ 2 ,                    (1)
де GJb – крутильна жорсткість бетонного прямо-
кутника зі сторонами Zcrc та b відносно його цен-
тра ваги; GJs – крутильна жорсткість одного арма-
турного стержня відносно його центра ваги.

Крутний момент від сил Qbx та Qsx дорівнює: 
MQbx=(Qbx=Qsx)·(Zs+Zb). Очевидно, що з умови рів-
новаги на ось X виконується рівність Qbx=Qsx.

Для визначення крутного моменту від зсуву у 
вертикальному напрямку розіб’ємо стиснуту зону 
елемента по ширині на деяке число 2·n+1 прямо-
кутних елементів (рис. 2).
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Рис. 2. Схема поділу стиснутої зоні бетону по 
ширині елемента

Центр ваги i-того елемента знаходиться на від-
стані Ri від центру ваги O всього перерізу. Його 
положення визначається радіус-вектором Ri з 
кутом нахилу до вертикальної осі αi (див. рис. 2).

При повороті прямокутника шириною b і висо-
тою Zcrc у складі всього перерізу елемента з трі-
щиною на деякий кут Θ, вертикальні сили зсуву 
Qbz,i в кожному i-тому елементі будуть залежати 
від радіус-вектора Ri й кута повороту αi [15].

На рис. 3 наведена схема до визначення 
повного переміщення Δ центру ваги i-того еле-
мента при повороті всього перерізу відносно цен-
тра кручення на кут Θ, а також складників Δx і Δz 
цього переміщення.

 

Рис. 3. Схема до визначення переміщень і-того 
елемента від повороту відносно центра кручення 

на кут ϴ

Повне переміщення Δ елемента при повороті 
на кут Θ дорівнює (див. рис. 3):

∆ = ⋅θ Ri                                   (2)
Горизонтальна Δx і вертикальна Δz складника з 

урахуванням виразу (2) та рис. 3 визначаться за 
формулами:

∆x i iR cos= ⋅θ α ,                            (3)

∆z i iR sin= ⋅θ α                             (4)
Кут αi визначається за рис. 2 та 3 з геометрич-

них міркувань.
Розподіл по ширині перетину виконано за 

такою схемою (див. рис. 2). Центр ваги нульо-
вого елемента знаходиться на осі Z. Елементи 

i=1...n знаходяться симетрично справа і зліва. 
Це пов’язано з фактом, що сили Qz,i діють симе-
трично, але в протилежних напрямках.

З рис. 3 можна бачити, що чим далі від осі Z 
знаходиться i-й елемент (чим більше відстань Xi), 
тим більше вертикальний складник Δz повного 
переміщення Δ від повороту перерізу на кут Θ і, 
відповідно, тим більше вертикальний складник 
Qz,i зсуву стиснутої зони бетону.

Водночас зсув Δx в горизонтальному напрямку 
і Δz у вертикальному напрямку визначаються за 
формулами опору матеріалів [14]:

∆x bx i b biQ G A= ( ), / ;      ∆z bz i b b iQ G A= ( ), ,/ ,      (5)
де Ab,i – площа малого i-го прямокутника (див. рис. 2).

Підставляючи (5) у (3) та (4), отримаємо вирази 
для сил Qbx,i та Qbz,i:

Q G R A cosbx i b i b i i, , ,= ⋅θ α                         (6)

Q G R A sinbz i b i b i i, , .= ⋅θ α                         (7)
Величина Ri визначається з рисунка 3:

R Z cosi b i= / .α                                 (8)
Момент M x

ω � від зсуву бетонної частини в 
горизонтальному напрямку в результаті пово-
роту всього перерізу відносно центра кручення O 
визначиться за формулою (див. рис. 1):

M Q Zx

i

n

bx i bω =
=

⋅

∑
0

2

, .                             (9)
Підставляючи (8) у (6), а потім, підставляючи 

(6) для Qbx,i в (9) і ураховуючи, що 
i

n

b i crcA A
=

⋅

∑ =
0

2

,  (де 
Acrc=Zcrc·b – площа стиснутої зони), отримаємо:

M G A Zx
b crc bω θ= ⋅ 2                         (10)

Розглянемо тепер момент M z
ω , який сприйма-

ється за рахунок зсуву стиснутої зони бетону у 
вертикальному напрямку. Цей момент дорівнює 
(див. рис. 2):

M Q Xz

i

n

bz i iω = ⋅
=
∑2

1
,                         (11)

Множник 2 у формулі (11) означає, що сили Qbz,i 
створюють момент як зліва від осі Z, так і праворуч 
(див. рис. 2). Крім того, нульовий елемент (що зна-
ходиться по центру на осі Z) не бере участі в сприй-
нятті моменту від зсуву у вертикальному напрямку. 
Тому підсумовування ведеться від одиниці до n.

Підставивши (8) у вираз (7) для Qbz,i, отримаємо:
Q G Z A tgbz i b b b i i, ,= ⋅θ α                    (12)

З рис. 3 легко бачити:
Z X tgb i i= / α                          (13)

Підставляючи у (12) вираз для Zb за (13), а 
потім цей вираз для Qbz,i в (11) і скорочуючи на 
tgαi, отримаємо:

M G A Xz
b

i

n

b i iω θ= ⋅ ⋅ ⋅
=
∑2

1

2
,               (14)
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Для визначення моменту від сил Qsx і Qsz в 
арматурних стержнях при повороті перерізу від-
носно центру кручення O на кут Θ будемо керу-
ватися тими ж міркуваннями, що й при виведенні 
формул для моменту від зсуву стисненого бетону 
при повороті перерізу. У результаті момент, що 
сприймається арматурними стрижнями в резуль-
таті їх зсуву і згину, буде дорівнювати:

M G k A Z Xs s ekv nag s s sω, = ⋅ +( )2 2 2
_            (15)

При цьому у виразі (15) модуль зсуву арма-
тури прийнятий рівним еквівалентному модулю 
Gs_ekv. Еквівалентний модуль зсуву повинен бути 
прийнятий (причому Gs_ekv<Gs) таким чином, 
щоб сумарне переміщення від зсуву такого екві-
валентного стрижня дорівнювало переміщенню 
від зсуву і згину реального стрижня на одиничній 
довжині. Тому величину Gs_ekv неважко визначити 
за відомими формулами опору матеріалів.

Коефіцієнт Knag враховує зминання бетону під 
арматурним стрижнем, його величина визнача-
ється відповідно до рекомендацій, наведених у 
роботі [2].

Повний момент, що сприймається перерізом у 
тріщині, буде дорівнювати сумі моментів за (1), 
(10), (14) і (15):

M
GJ GJ G A Z G A X

G k A Z

b s b crc b b
i

n

b i i

s ekv nag s s

=
+ ⋅ + + ⋅ ⋅

+ ⋅

+
=
∑

θ
2 2

2

2

1

2
,

_
22 2+ +( )















X s

  (16)

Відмінність виразу (16) від формули (15), 
яка наведена в праці [15], полягає в наявності 
доданка, що враховує момент від зсуву арматури 
у вертикальному напрямку у зв’язку з наявністю 
двох стержнів поздовжньої арматури. Модуль 
зсуву арматури Gs при визначенні жорсткості її 
чистого кручення (другий доданок у формулі 16) 
приймається рівним реальному модулю зсуву.

Перший і другий складник виразу (16) є жор-
сткостями чистого кручення відповідної стисну-
тої зони бетону й арматурних стрижнів. Третій 
і четвертий складники – жорсткості в результаті 
зсуву стиснутої зони бетону, відповідно, у гори-
зонтальному й вертикальному напрямках. П’ятий 
доданок означає жорсткість у результаті зсуву 
арматурних стержнів у горизонтальному й верти-
кальному напрямках.

Знаючи частку крутного моменту, що припа-
дає на арматурні стержні, неважко визначити зна-
чення нагельних сил в арматурі Qsx та Qsz.

Q G k A Zs x s ekv nag s s, ,= ⋅2 ; Q G k A Xs z s ekv nag s s, ,= ⋅2     (17)
Задача з кількома стрижнями поздовжньої 

арматури вирішується із застосуванням такого ж 
підходу.

Порівняння розрахунків за запропонованою 
методикою з розрахунками в програмному комп-
лексі Ліра-Сапр із застосуванням об’ємних скін-
чених елементів показує гарний збіг. При малих 
величинах Zcrc (малій висоті стиснутої зони бетону) 
збіг теоретичних даних із даними чисельного роз-
рахунку практично повний, що говорить про досто-
вірність запропонованої методики. При збільшенні 
висоти стиснутої зони бетону похибка зростає, 
однак застосування запропонованої методики 
може бути цілком виправдано з таких причин. Роз-
рахунки в програмі Ліра із застосуванням об’ємних 
скінчених елементів показують, що крутильна жор-
сткість залізобетонного елемента з нормальною 
тріщиною зменшується практично лінійно зі збіль-
шенням висоти нормальної тріщини. Тому можна 
визначити крутильну жорсткість елемента з малою 
висотою стиснутої зони Zcrc за виразом (16), а потім 
визначити жорсткість елемента без тріщини. Усі 
проміжні значення для різних висот тріщини легко 
визначаться з лінійного закону.

Після визначення нагельних сил величину взаєм-
ного зсуву берегів нормальної тріщини, а також жор-
сткості перерізу в нормальній тріщині не важко визна-
чити за формулами, які наведені в праці [2; 16; 17].

Запропонований підхід неважко поширити й 
на елементи непрямокутного перерізу. При цьому 
варто також розглянути плоский поворот від-
носно центру кручення з повною аналогією всіх 
міркувань, наведених у статті.

Висновки. У статті наведено методику визна-
чення зусиль у поздовжній арматурі і стиснутій 
зоні бетону з урахуванням їх дії як у горизонталь-
ному, так і вертикальному напрямках. Для визна-
чення зусиль у бетоні й арматурі елемента з нор-
мальною тріщиною розглянуто плоский поворот 
перерізу відносно центру кручення. Зовнішній 
крутний момент сприймається за рахунок чистого 
кручення, а також за рахунок зсуву в поздовжній 
арматурі й бетоні у двох напрямках. Наведено 
формулу для визначення кожного складника 
загальної крутильної жорсткості.

При малій висоті стиснутої зони бетону нагельні 
сили в арматурі, визначені за запропонованою методи-
кою, практично повністю збігаються із силами, визна-
ченими в програмі Ліра з використанням об’ємних 
скінчених елементів. Усі проміжні значення крутиль-
ної жорсткості для різних висот тріщини запропоно-
вано визначати, виходячи з лінійного закону між мак-
симальною та мінімальною жорсткостями.

У перспективі передбачається поширення 
методики на врахування нелінійних властивостей 
бетону і арматури.
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Azizov T.N., Sribniak N.M., Tsyhanenko L.A. DETERMINATION OF THE TORSIONAL 
STIFFNESS OF A REINFORCED CONCRETE ELEMENTS IN A NORMAL CRACK

It is shown that, as a result of the formation of normal cracks in reinforced concrete elements, the change 
in the torsional stiffness of these elements is not taken into account in any regulatory document. In addition, in 
scientific research dedicated to the torsional stiffness of reinforced concrete elements, only spatial cracks are 
considered. The article presents a method for determining the forces in longitudinal reinforcement and the depth 
to the neutral axis of concrete under the action of a torque. This takes into account the action of the shifting 
forces in both the horizontal and vertical directions. It is considered a flat rotation of the section relative to the 
center of torsion to determine the forces in concrete and reinforcement of a reinforced concrete element with 
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a normal crack. It is shown that the torsional stiffness of a reinforced concrete element with a normal crack 
consists of several components. This is the stiffness of the pure torsion of the compressed zone of concrete and 
reinforcing bars, the stiffness due to displacement of the compressed zone of concrete and reinforcing bars in 
the horizontal and vertical directions. The shift occurs as a result of the turn of the entire section relative to the 
torsion center. In determining the stiffness of a section due to reinforcing bar shear as a result of the section 
turn relative to the center of stiffness, the bending of the rebar, as well as the crumpling of concrete under the 
reinforcing bar, are taken into account. It is shown that at a low depth to the neutral axis, the shear forces in the 
reinforcing bar, determined by the proposed method, almost completely coincide with the forces determined by 
the Lira software package using volumetric finite elements. The error increases with an increase in the depth 
to the neutral axis of concrete. However, since the torsional stiffness of an element decreases almost linearly 
with an increase in the height of a normal crack, in the article it is proposed to determine the torsional stiffness 
with a low depth to the neutral axis according to the proposed method. Further, it is proposed to determine the 
stiffness of the element without cracks. It has been proposed that all intermediate values for different crack 
heights should be defined by the linear relation between maximum and minimum stiffness.

Key words: torsion, normal crack, shear force, torsional stiffness, reinforced concrete element, reinforcement.


